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The Rate Expression for Photochemical Consecutive Reactions
of the First Order with Conderation of the Internal Filter Effect
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The rate expression for the photochemical consecutive reaction of first order A — B — C, where
A, B, and C absorb, is integrated in closed form. The concentrations can be given only as implicit
functions of time. The approach can be generalized to derive closed, but implicit expressions for
the concentration of A for photochemical consecutive reactions with an arbitrary number of first

order steps.

1. Einleitung

Nur fiir wenige photochemische Reaktionstypen
ist der allgemeine analytische Zusammenhang zwi-
schen Belichtungszeit und Stoffumsatz, also die for-
male Photokinetik !, bestimmt worden. Kling, Niko-
laiski und Schlifer 2 behandelten die photochemische
Reaktion 1. Ordnung A’ B fiir den Fall, da} sowohl
Substanz A als auch B Licht absorbieren, das heift,
dal} die Eigenabsorption des Reaktionsproduktes im
Verlauf der Bestrahlung zu einer inneren Lichtfilter-
wirkung fiihrt. Weiters ist der Zeitverlauf einer
Photo-Umwandlung A% B3, einer Photocyclisie-
rung* und von einfachen Photo-Additionen und
-Isomerisierungen ® untersucht worden. Naherungs-
losungen wurden angegeben fiir eine Photoreak-
tion® sowie fiir zwei parallele Photoreaktionen?,
wenn jeweils gleichzeitig ein thermischer Prozel} vor-
liegt. Bellu$ und Mitarbeiter 8 1sten die photokineti-
schen Gleichungen fiir kompetitive Photoreaktionen
des Typs A" B,, A" B,, ..., A” B,. In allen
erwihnten Fillen ist die innere Lichtfilterwirkung
der Reaktionsprodukte berticksichtigt worden.

Fiir die photochemische Folgereaktion 1. Ordnung
A™ B™ C sind von Mauser und Mitarbeitern ® die
Differentialgleichungen fiir den Zusammenhang der
Konzentrationen A, B und C aufgestellt, aber nicht
gelost worden. Im folgenden wird das Zeitgesetz der
photochemischen Folgereaktion in geschlossener
Form abgeleitet und die Verallgemeinerung des Lo-
sungsweges fiir eine beliebige Anzahl photochemi-
scher Folgereaktionen 1. Ordnung aufgezeigt.

* Herrn Prof. Dr. G. O. Schenck zum 60. Geburtstag ge-
widmet.

2. Konzentrationsverlauf von A

Bei der Aufstellung des Zeitgesetzes der photo-
chemischen Folgereaktion wird das kinetische Brutto-
schema

A" B C (1)

zugrundegelegt. Voraussetzung fir die Gultigkeit
von (1) ist, dal} fiir alle intermediar auftretenden,
kinetisch nicht faflbaren Zwischenstufen die Statio-
narititsbedingung erfillt ist und daf} diese Zwi-
schenprodukte nicht merklich absorbieren® 2. Fiir
die Reaktions- und Versuchsparameter wird weit-
gehend die Bezeichnungsweise von Kling, Nikolaiski
und Schlafer ? iibernommen.

t Belichtungszeit,

ay, by, cy. dy Ausgangskonzentration von A, B, C, D

zur Zeit t =0 in [mol 171],

a,. b, c,d laufende Konzentration von A, B, C, D
zur Zeit ¢t in [mol I71],

% molarer natiirlicher Extinktionskoeffi-
zient der i-ten Komponente in
[mol 'lem™1],

l Schichtdicke des Reaktionsraumes in
[em],

Qo Quantenstromdichte der zur Zeit ¢ ein-
fallenden monochromatischen Strahlung
in [einstein71t71],

Q; zur Zeit ¢t von der i-ten Komponente

absorbierte  Quantenstromdichte in
[einstein 71t 1],
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Vi Quantenausbeute der i-ten Komponen-
te, d. h. die Anzahl der von der i-ten
Komponente umgesetzten Molekiile pro
Anzahl der von dieser Komponente ab-
sorbierten Lichtquanten,

VBA siehe Definition (7).

Die zeitliche Anderung der Konzentrationen fiir
das Schema (1) ist gegeben durch:

— da/dl =@a QA "
= db/dt:qoB Qp—@aQa,
—dc/dt= — g Q. (2)

Fiir die von der Substanz A z. B. absorbierte Quan-
tenstromdichte 1aBt sich bei Giiltigkeit des Lambert-
Beer’schen Gesetzes ganz allgemein folgender Zu-
sammenhang mit den Konzentrationen, den Extink-
tionskoeffizienten und der gesamten einfallenden
Quantenstromdichte ableiten 2 10 11;

Oy = Qﬂ%f\q,,i
AT s atupbtxcc
- {1 —exp[— (#aa+xsb+xcc)l]}. (3)

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer beriick-
sichtigt die durch das Reaktionsgefdl hindurchtre-
tende Quantenstromdichte; bei Totalabsorbtion ist
der Exponentialterm vernachlassigbar. Q, soll im
weiteren zeitlich konstant angenommen werden. Mit

der Beziehung (3) und der Abkiirzung
X=xya+xgb+xcc

lauten die zu losenden kinetischen Gln. (2)

—d A 92
—atg—— = —Qﬂ%—{‘}' “ {1—exp[-ZX11},

= Qolpe 28 b?:_ Pa#a a]—f{l —axpf[—201}.

(4 a)

(4b)

Die 3. Gleichung in (2) ist nicht unabhingig von
den ersten zwei, sondern iiber die Stochiometrie
nach

a+b+c=ay+by+c (5)
mit diesen verkniipft. Das Differentialgleichungs-
system (4) kann nun entkoppelt werden, wenn man
die — parametrisch von der Zeit abhingigen — Be-
ziehungen zwischen den Konzentrationen herstellt:

db/da =y (bla) —1. (6)
Die Zahl yp, ist definiert durch
VYBA = B #B/PA % - (7)

Bei der Losung von (6) sind 2 Falle zu unterschei-
den, je nachdem ob yps gleich oder ungleich 1 ist.
Fiir yp5 =1 ergibt sich

b:{é“+' 1 }%‘”Amm- ¢ (8a)
Qg 1-78a 1—7Ba
fir ypa=1

b={by/ag+Inay}a—alna. (8Db)

Die Beziehungen (8) zwischen a und b gelten allge-
mein, d. h. auch bei unvollstdndiger Absorption. Die
Differentialgleichung (4 a) wird jedoch nur fiir den
Spezialfall der Totalabsorption gelost.

Mit den GIn. (8) sowie (5) und bei Vernachlassi-
gung des Exponentialterms 148t sich (4 a) geschlos-
sen integrieren. Man erhalt fiir yp, 1

o1[ (afay) — 1] + 05 (a/ag) 7 —1] + 05 In (a/ag) =
—PaxaQyt (9 a)
und fir YBA = 1
o, (a/ay) —1] +05(a/ay)In(a/ay) + 031n(a/ay) =
—@axaQot. (9b)
Darin sind die Grolen o;, 05 und o5 bzw. ¢;, o,
und o3 folgendermaflen zusammengesetzt:

1
01=a, [(KA—%C) — (% — #¢) 1 _73\],
b 1 1
O =aq {(VB —%¢) (”0 =t '17”> '"* ]s
Qy —7VBA/ VBA

03 = ay(1 +by/ag + co/ay) o ,

0y =ag[ (%a + % — 2 %) + (28— #c) by/ay],
0y =ag(%c —xg),

03 = ag(L + by/ag + co/ag) #c - (10)

In (9) ist die Konzentration von A nur als impli-
zite Funktion der Zeit gegeben. Eine explizite Dar-
stellung fiir beliebige Werte ¢; und #; ist nicht még-
lich. Fiur kleine Umsétze, d. h. kurze Belichtungszei-
ten, a3t sich aber eine nach Potenzen von ¢ geord-
nete Reihe herleiten, die fiir ygs gleich oder un-
gleich 1 gilt:

a=ay+7,(Qpt) +72(Qpt)2+75(Qp2)3. (11)

Mit der Abkiirzung X, = x4 ay+ g by +xc ¢y lau-
ten die Koeffizienten 7, und 7,

Ty= —@alxa ao/xo)
7=} ay s #a{ &y — a, (%3 — #p)

— by yea (28 —20) }1/X3. (12 a)
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Der Koeffizient 7, sei aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit nur fiir den Fall b, = ¢, =0 angefiihrt
7N {3 #p?

Tq = — ~
3
6ay?

— 2%+ ypa (28 — %c) }

(12b)

Der Koeffizient 7; enthalt neben ¢, noch die mit den
zugehorigen Extinktionskoeffizienten gewogenen An-
fangskonzentrationen von A, B und C. Diese so ge-
wichteten Konzentrationen stellen die photochemisch
wirksamen Konzentrationen dar. Das Verhailtnis
(24 ay) /X, ist der Bruchteil der von A zu Beginn der
Reaktion absorbierten Quantenstromdichte und kann
als photochemischer Molenbruch der Substanz A be-
zeichnet werden *. Fir kleine Zeiten nimmt somit
die Konzentration von A proportional der Quanten-
ausbeute @, und dem photochemischen Molenbruch
von A ab.

Sind die Anfangskonzentrationen von B und C
null, so machen sich Reaktionsgréfien von B in (11)
erst im quadratischen Term bemerkbar; Reaktions-
groflen von C beeinflussen dann das Glied ~ . Ist
jedoch by und ¢y =0 gewdhlt, so gehen die Gréflen
von B und C bereits in 7, ein.

%A

3. Konzentrationsverlauf von B

Die Konzentration des Zwischenproduktes B ist
tiber die Beziehung (8) mit der Konzentration von A
verkniipft. Da jedoch der Konzentrationsverlauf von
A nach (9) nicht explizit als Funktion der Zeit ge-
geben ist, gelang es nicht, eine geschlossene Darstel-
lung von b zu finden. Es kann jedoch gezeigt wer-
den, daf} die Konzentration von B fiir endliche Zei-
ten hochstens einen Extremwert erreicht, der ein
Maximum ist.

Einen geeigneten Ausdruck fiir die zeitliche Ablei-
tung von b findet man mittels der Beziehung (8)
nach db/dt=db/da.da/dt. Da fiir endliche Zeiten
(da/dt) +0 ist, geniigt es, die Nullstellen von
(db/da) aufzusuchen; aus (8a) ergibt sich fiir die-
jenige Konzentration von A, fiir welche die Konzen-
tration von B einen Extremwert erreicht

A(p = hextr) = Qg :1/(7“_1) : VBA F 1 (13 a)
bzw. aus (8b)
Ay pexe) = agexp[ (bo/ag) —1] 3 ypa=1 (13b)
mit der Abkiirzung
{= L ! (14)

vea [ (bofag) (L—ppa) +1]

* Herrn Dr. P. Potzinger danken wir fiir diesen Hinweis.

Infolge der zusitzlichen Forderung a(_j..) = a,
fiir (13) kann sich bei vorgegebenem yp, nur fir
bestimmte Wertebereiche der Anfangskonzentratio-
nen ay und b, ein Extremwert von b ausbilden. Aus
[Uosa=1) <1 1dBt sich die Bedingung ay/by = ypa
fiir das Auftreten eines Extremwertes von b herlei-
ten; ist diese Bedingung erfiillt, so erlangt die Kon-
zentration von B den Extremwert

] H b,
1—y5a [ a

< Creallrsa—1) _ FU(ma—1 ‘} s wpa=+l. (15a)

(1—y8a) + 1]

bzw.

bextr = ag exp[bo/ag — 115 ypa=1 (15b)

Aus der zweiten zeitlichen Ableitung von b an der
Stelle ¢ = toyi,

d?b,) ~ d_a‘)z
& =t = 7\ Q1
b0 1—7BA YBA —2
" (L—ypa) +1|ypra apg” ™ alRh:
0

(16)

folgt, daBl fir den Wertebereich ay/by = ypa die
Konzentration von B einen Maximalwert erreicht.
Fiir ay/by=ypa liegt dieses Maximum zur Anfangs-
zeit t=0 vor und ist gleich der Anfangskonzentra-
tion b, . Fiir Werte ay/by<ypa fillt b streng mono-
ton ab; dies ergibt sich daraus, da} die Konzentra-
tion von B fiir alle £>0 keinen Extremwert besitzt,
daB fiir alle =0 (db/d¢) stetig ist und dal}
(db/dt);-¢< O ist. Bei der photochemischen Folge-
reaktion bestimmt demnach die Grofle ypy in dhn-
licher Weise wie bei der thermischen Folgereaktion
A¥B* C das Verhiltnis der Geschwindigkeitskon-

stanten k,/k, den Konzentrationsverlauf von B 2.

Reduzierte
I Konzentration —
by

Zeit {=—p»
Abb. 1. Konzentrationsverlauf von B in Abhingigkeit vom

” - s g a B #B
Verhiltnis der Anfangskonzentrationen ’ zu yp\ ? 5
20 PA 2\
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In der Abb.1 wird die reduzierte Konzentration
von B in Abhéngigkeit von der Belichtungszeit dar-
gestellt, und zwar fir die Falle ypa kleiner, grofler
und gleich dem Verhiltnis der Anfangskonzentratio-
nen ay/b, .

Aus dem Wert b, kann nach (15) die Verhalt-
niszahl yp, errechnet werden. Weiters 1af3t sich die
der Maximalkonzentration von B zugehorige Zeit
tmax durch Einsetzen von (13) und (15) in (9)
allein durch die Groflen ¢; und x; ausdriicken. Diese
Beziehungen fiir by,x und #y.. gelten auch dann
noch, wenn keine Totalabsorption stattfindet.

4. Photochemische Folgereaktion
mit einer beliebigen Anzahl von Reaktions-
schritten 1. Ordnung -

Die Moglichkeit, einen geschlossenen analytischen
Zusammenhang zwischen Stoffumsatz und Belich-
tungszeit herzuleiten, soll an dem Beispiel der Reak-
tionskette A 2 B» C™ D aufgezeigt werden.

Mit der Abkiirzung X = xpa+xp b +#cc+xpd
und mit a+b+c+d=ay+by+cy+d, lautet das
gekoppelte System der kinetischen Differentialglei-
chungen

d s
_ d(tl :Q°¢§f§q—{l—exp[—$l]}v (17a)
db s %5 b — i 25

-3 = Qo (95 =8 EEJP\/\G) {1-exp[-Z1]},

(17b)

4 ——
B d_ct‘ :Qo(ﬁc/ccx ¥B *B ){1~exp[—$l]}-
(17 ¢)

Aus (17a) und (17b) erhilt man iber (6) wie-
derum die Beziehung (8), in der b durch a ausge-
driickt ist. Dadurch wird es moglich, aus (17 a) und
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(17c) nach derselben Vorgangsweise, die zu (6)
fiihrt, eine differentielle Beziehung allein zwischen
a und ¢ zu gewinnen

de 2 bo 1 1=7a grea—1
da —VCA\a ~/B.\{a0 ‘i‘l_yBA]o rat
e Ty (18a)
1—ypa
de c b
da —7CA g TUBA {'aQ +In ao}
0
+yealna; ypy=1. (18b)
Darin ist, analog zu (7), die Verhaltniszahl

voa = (@c#c) [pa#a) eingefithrt. Das allgemeine
Integral von (18) ist nach bekannten Satzen 13

[ - {bo 1 } -
c=aA{Z + VCA | — o — 4 - — lq.l”rBa .
1 [a VBA a, 1—yga) ™

cgreaTl g 4B da} s yea=1; (19 a)
1—ypa
c=as{Z+ [ ars[ — yga{bo/ag+1nap} +
+7palnalda} ; rea=1, (19b)

wobei Z eine durch die Anfangsbedingungen festzu-
legende Integrationskonstante ist. Sind die Konzen-
trationen b bzw. ¢ nach (8) bzw. (19) durch a aus-
gedriickt, kann schliefflich (17 a) integriert werden.

Das an dem Beispiel aufgezeigte Losungsverfah-
ren kann auch bei Vorliegen weiterer Reaktions-
schritte fortgesetzt werden, da stets die Konzentra-
tion eines beliebigen Folgeproduktes durch Diffe-
rentialgleichungen vom Typ (18) mit a verbunden
ist, und diese Differentialgleichungen geschlossen
integrierbar sind.
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